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第四章 广义协变原理与微分同胚

不变性

陈陈陈童童童

4.1 广义协变原理

从上一章的知识我们知道，可以用任意的坐标系来描写引力场中的自

由粒子，从x坐标系变换到x′坐标系，度规场的变换关系为

g′µν(x
′) = gρσ

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν . (4.1)

根据本书第一章可知，引入任意的曲线坐标系，这正是高斯在研究内禀几

何时引入的办法，这种办法后来被黎曼推广到了任意维的黎曼几何。等效

原理既然告诉我们引力场存在时的时空几何就是黎曼几何，那在广义相对

论中引入任意的坐标系就是一件必然的事情。

在物理上，之所以可以引入任意坐标系，原因在于等效原理允许我们

引入相对于局部惯性系作任意加速运动的参考系，惯性力就是万有引力。

因此在相对论性的引力理论中，一切参考系都是平权的，只不过引力场在

不同参考系中的表现不同！在广义相对论的早期文献中，爱因斯坦也称这

个结论为广义相对性原理，即将之看成是狭义相对性原理的进一步推广。

狭义相对性原理说一切惯性系都平权，而广义相对性原理则进一步说一切

参考系都平权！而不同参考系必然使用不同的时空坐标系，一切参考系平

权就意味着，在广义相对论中，一切可能的坐标系都是平权的！
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第四章 广义协变原理与微分同胚不变性 3

这这这就就就是是是所所所谓谓谓的的的广广广义义义协协协变变变原原原理理理，，，它它它告告告诉诉诉我我我们们们：：：广广广义义义相相相对对对论论论中中中的的的物物物理理理方方方

程程程必必必须须须满满满足足足广广广义义义协协协变变变性性性，，，即即即在在在广广广义义义坐坐坐标标标变变变换换换x → x′下下下，，，方方方程程程的的的形形形式式式必必必须须须

保保保持持持不不不变变变！！！

有些书上说，广义协变原理本身没有物理内容，因为任何物理定律都

能写成广义协变的形式，即使牛顿定律也可以在任意的坐标系中表达出来。

但是，诸如牛顿定律这样的理论写成广义协变形式，其实都只是一种形式

上的广义协变，因为在这样的广义协变写法中，度规场和克里斯托夫联络

都是纯几何的系数，它们在不同坐标系中的变换关系是一种纯粹数学形式

上的变换，的确没有任何物理内容。而广义相对论中的广义协变性却是有

物理内容的，因为在广义相对论中，度规场和克里斯托夫联络不再是纯几

何系数，它们描写了引力场，因此是有动力学的。要求这样的动力学场在

广义坐标变换下协变，其实是对引力场的动力学规律施加了很强的约束！

因此广义相对论中的广义协变原理是一条真正的物理原理。

根据高斯内禀几何学的研究，通常来说，任意一个坐标系x都只能覆盖

时空的一个局部区域，而无法覆盖时空的整体，就好比球坐标系无法覆盖

两维球面的南北极。因此通常又称任意的坐标系为局部坐标系。广义协变

原理告诉我们，任何局部坐标系都是平权的。因此在广义相对论中有极大

的选择坐标系的自由度，问题是，这些局部坐标是否是物理的呢？是否有

物理含义呢？

对于这个问题，我们的回答是这样的：如果我们把局部坐标系看成是

某些局域观察者所采用的坐标系，则只要我们赋予这些局域观察者物理意

义，那么其相应的局部坐标系就有一定的物理意义，至少与局部坐标系对

应的局部参考系有物理意义。

相反，由于可以进行任意的坐标变换，我们也可以作这样的处理：即

不赋予局域观察者物理意义，进而认为任何局部坐标都只是一种数学描述，

本身没有任何物理含义，而之所以能进行任意的坐标变换，也纯粹是因为

坐标本身完全是对物理规律的描述上的冗余。在量子引力中，人们就是这

样处理的！

其实，当我们将广义协变原理与最小作用量原理结合起来的时候，它

才真正发挥出最大的威力。根据最小作用量原理，基本的物理方程应该通

过要求某个作用量取极值来得出，又由于作用量是一个标量，从而为了使

得物理方程广义协变，作用量就应该在广义坐标变换下保持不变。从而，

结合最小作用量原理，我们就能把广义协变原理表述成：在在在广广广义义义相相相对对对论论论

中中中，，，物物物理理理系系系统统统的的的作作作用用用量量量必必必须须须在在在任任任意意意的的的x → x′的的的坐坐坐标标标变变变换换换下下下保保保持持持不不不变变变！！！尤尤尤
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其其其是是是，，，引引引力力力场场场本本本身身身的的的作作作用用用量量量必必必须须须在在在任任任意意意的的的x → x′变变变换换换下下下保保保持持持不不不变变变！！！

4.2 张量场和微分同胚映射

为了构造满足广义协变原理的物理方程，我们需要让其中涉及的物理

量在坐标变换下按照某种简单的规则变换。这样的变换规则就是(4.1)式变

换规则的推广，这就需要引入弯曲时空中的张量场概念。

4.2.1 矢量场和张量场

简单来说，弯曲时空中的张量场就是将第二章引入的闵可夫斯基时

空中的张量场概念推广到弯曲时空。还是让我们从所谓的(1, 0)型张量场

和(0, 1)型张量场，也就是所谓的逆变矢量场和协变矢量场开始吧。

首先，在坐标变换xµ → x′µ之下，我们有如下变换

dx′µ =
∂x′µ

∂xν
dxν , ∂′

µ =
∂xν

∂x′µ∂ν . (4.2)

为书写简单起见，可以引入矩阵Sµ
ν，

Sµ
ν(x) =

∂x′µ

∂xν
, (4.3)

特别的，对于闵可夫斯基时空中的洛伦兹变换，我们有Sµ
ν(x) = Λµ

ν，为

一个常数矩阵。但是，对于弯曲时空中的一般性坐标变换，矩阵Sµ
ν(x)依

赖于x。另外，根据

∂x′µ

∂xν

∂xν

∂x′ρ =
∂x′µ

∂x′ρ = δµρ , (4.4)

结果为单位矩阵，由此可知

(S−1)µν(x) =
∂xµ

∂x′ν , (4.5)

式中S−1表示矩阵S的逆矩阵。利用S和S−1，我们就能将变换关系(4.2)重写

为

dx′µ = Sµ
ν(x)dx

ν , ∂′
µ = (S−1)ν µ(x)∂ν . (4.6)

而度规场的变换关系(4.1)就能重写成

g′µν(x
′) = gρσ(x)(S

−1)ρ µ(x)(S
−1)σν(x). (4.7)



第四章 广义协变原理与微分同胚不变性 5

将这个方程看作一个矩阵方程，并两边求逆矩阵，就可以得到

g′µν(x′) = Sµ
ρ(x)S

ν
σ(x)g

ρσ(x), (4.8)

式中gµν为矩阵gµν的逆矩阵。

所谓的(1, 0)型张量场Aµ(x)，或者说逆变矢量场Aµ(x)，就是指在坐标

变换下和dxµ的变换规则相同的一个场。换言之，Aµ(x)在坐标变换下按如

下规则变换

A′µ(x′) = Sµ
ν(x)A

ν(x). (4.9)

而所谓的(0, 1)型张量场Bµ(x)，或者说协变矢量场Bµ(x)，就是指在坐标变

换下与∂µ的变换规则相同的一个场。换言之，Bµ(x)在坐标变换下按如下规

则变换

B′
µ(x

′) = (S−1)ν µ(x)Bν(x). (4.10)

而Aµ(x)与Bµ(x)进行指标缩并的结果则是一个标量场，即是说，它的

变换规则为

A′µ(x′)B′
µ(x

′) = Aµ(x)Bµ(x). (4.11)

更一般的，对于任何标量场Φ(x)，它在坐标变换之下的变换规则均为

Φ′(x′) = Φ(x). (4.12)

另外，根据度规场的变换关系(4.7)、(4.8)不难看出，gµν(x)A
ν(x)其实

是一个协变矢量场，而gµν(x)Bν(x)其实是一个逆变矢量场。因此可以引入

如下定义

Aµ(x) ≡ gµν(x)A
ν(x), Bµ(x) ≡ gµν(x)Bν(x). (4.13)

即是说，我们可以利用度规场以及它的逆矩阵来将张量场的指标降下去或

者升上来。

更一般地，我们可以引入有k个上指标l个下指标的(k, l)型张量场，记

作T µ1...µk
ν1...νl

(x)。在坐标变换之下，它的每一个上指标都像dxµ那样变，而

每一个下指标都像∂µ那样变。特别的，度规场gµν(x)就是一个(0, 2)型张量

场，而其逆矩阵场gµν(x)就是一个(2, 0)型张量场。总之，这里的一切都完
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全平行于第二章讲四维闵可夫斯基时空张量时的概念，只是现在用来升降

指标的度规张量得是gµν而不是闵可夫斯基时空的ηµν，另外，张量的每个指

标得按照Sµ
ν或者(S−1)µν变，而不是按照洛伦兹变换的Λµ

ν和(Λ−1)µν变。

特别的，容易验证克龙内克记号δµν是一个(1, 1)型张量。因为

Sρ
µ(S

−1)ν σδ
µ
ν = Sρ

µ(S
−1)µσ = δρσ. (4.14)

很显然，δµν是一个在所有坐标系中分量都相同的张量。

下面举一个初看起来像是张量，但其实不是张量的例子，那就是克里

斯托夫联络Γρ
µν。它初看起来像是一个(1, 2)型张量，但是细看其在坐标变

换下的变换规则

Γ′ρ
µν(x

′) =
∂x′ρ

∂xσ

(
Γσ
αβ

∂xα

∂x′µ
∂xβ

∂x′ν +
∂2xσ

∂x′µ∂x′ν

)
= Sρ

σΓ
σ
αβ(S

−1)αµ(S
−1)βν + Sρ

σ

∂

∂x′µ (S
−1)σν

= Sρ
σΓ

σ
αβ(S

−1)αµ(S
−1)βν + Sρ

σ(S
−1)λµ∂λ(S

−1)σν , (4.15)

不难发现，它比张量的变换规则额外多出了一项，从而不是一个张量！

另外，对Sρ
σ(S

−1)σν = δρν式求导，可以得到

Sρ
σ∂λ(S

−1)σν = −(S−1)σν∂λS
ρ
σ. (4.16)

将这个结果代入(4.15)式，即可以得到

Γ′ρ
µν(x

′) = Sρ
σΓ

σ
αβ(S

−1)αµ(S
−1)βν − (S−1)λµ(S

−1)σν∂λS
ρ
σ. (4.17)

有了张量的概念，我们就很容易构造一大类满足广义协变原理的方

程：任任任何何何方方方程程程，，，只只只要要要它它它是是是两两两个个个同同同样样样上上上下下下指指指标标标的的的张张张量量量的的的等等等式式式，，，则则则在在在广广广义义义坐坐坐

标标标变变变换换换下下下，，，其其其形形形式式式都都都将将将保保保持持持不不不变变变。。。例如，假设Aµν
ρ和Bµν

ρ是两个(2, 1)型

张量，又如果在xµ坐标系里有Aµν
ρ = Bµν

ρ，那么在x′µ坐标系里，也必定

有A′µν
ρ = B′µν

ρ。特特特别别别的的的，，，如如如果果果在在在某某某个个个坐坐坐标标标系系系中中中某某某张张张量量量等等等于于于零零零，，，那那那么么么在在在所所所

有有有的的的坐坐坐标标标系系系中中中，，，这这这个个个张张张量量量都都都必必必定定定等等等于于于零零零。。。

4.2.2 微分同胚映射和李导数

前面我们将xµ → x′µ的变换看作是同一个时空点在两组不同坐标下的

坐标变换，通常人们称这种看法为被被被动动动的的的观观观点点点。与之相对应的，所谓的主主主
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动动动观观观点点点则是，将x和x′看成两个不同的时空点，将x → x′的变换看成是时空

点x到时空点x′的映射，由于这种映射是一一对映，并且映射本身以及其逆

映射均可微，所以也称作微分同胚映射。即是说，被被被动动动观观观点点点中中中的的的坐坐坐标标标变变变

换换换，，，在在在主主主动动动观观观点点点中中中，，，就就就是是是一一一个个个局局局部部部微微微分分分同同同胚胚胚映映映射射射。

无穷小微分同胚映射

特别的，我们可以考察如下无穷小微分同胚映射

xµ → x′µ = xµ + ϵµ(x). (4.18)

其中ϵµ(x)是取值为无穷小量的函数。按照微分同胚映射的解释，这个变换

将x点映射到了无限靠近的x′点，两点之间相差一个无穷小量ϵ, 所以这是一

个无穷小微分同胚映射。很显然，在一阶近似上有

∂x′µ

∂xν
= δµν + ∂νϵ

µ,
∂xν

∂x′µ = δνµ − ∂µϵ
ν . (4.19)

下面我们先来看一下度规张量在上述无穷小微分同胚变换下将如何变。

很显然

g′µν(x
′) = gρσ(x)

∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν = gρσ(x)(δ
ρ
µ − ∂µϵ

ρ)(δσν − ∂νϵ
σ)

= gµν(x)− gρν∂µϵ
ρ − gµσ∂νϵ

σ = gµν(x
′ − ϵ)− gρν∂µϵ

ρ − gµσ∂νϵ
σ

= gµν(x
′)− ϵρ∂ρgµν − gρν∂µϵ

ρ − gµσ∂νϵ
σ. (4.20)

将上式中的变量x′替换成变量x(式中的x = x′ − ϵ则替换成x− ϵ)，从而在一

阶无穷小近似上，我们可以将同在x点的两个张量g′µν(x) 和gµν(x) 作差，即

考察无穷小微分同胚变换前后x点度规场的改变量

δgµν(x) = g′µν(x)− gµν(x)

= −
[
ϵρ∂ρgµν(x) + gρν∂µϵ

ρ + gµρ∂νϵ
ρ
]
. (4.21)

完全类似的，也可以得到

δgµν(x) = g′µν(x)− gµν(x)

= −
[
ϵρ∂ρg

µν(x)− gρν∂ρϵ
µ − gµρ∂ρϵ

ν
]
. (4.22)

在广义相对论中，考察度规场在微分同胚变换下的变化当然最为重要，

但我们也不能只关心度规场，而是同时也要关心其它一些场(比如标量场和
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矢量场)在无穷小微分同胚(4.18)下如何变化。比如对于标量场Φ(x)，由于

有

Φ′(x′) = Φ(x) = Φ(x′ − ϵ) = Φ(x′)− ϵρ∂ρΦ, (4.23)

所以在一阶无穷小的近似上，很容易得到

δΦ(x) = Φ′(x)− Φ(x) = −ϵρ∂ρΦ. (4.24)

再比如对于矢量场W µ(x)，在无穷小微分同胚(4.18)下，有

W ′µ(x′) = W ρ(x)
∂x′µ

∂xρ
= W ρ(x)(δµρ + ∂ρϵ

µ)

= W µ(x) +W ρ∂ρϵ
µ = W µ(x′ − ϵ) +W ρ∂ρϵ

µ

= W µ(x′)− ϵρ∂ρW
µ +W ρ∂ρϵ

µ. (4.25)

从而即有

δW µ(x) = W ′µ(x)−W µ(x) = −
[
ϵρ∂ρW

µ −W ρ∂ρϵ
µ
]
. (4.26)

类似的，对于矢量场Uµ(x)，也可以得到

δUµ(x) = U ′
µ(x)− Uµ(x) = −

[
ϵρ∂ρUµ + Uρ∂µϵ

ρ
]
. (4.27)

完全类似的，对于任意二阶张量场W µν(x)和Uµν(x)，我们可以得到

δW µν(x) = W ′µν(x)−W µν(x) = −
[
ϵρ∂ρW

µν −W ρν∂ρϵ
µ −W µρ∂ρϵ

ν
]

δUµν(x) = U ′
µν(x)− Uµν(x) = −

[
ϵρ∂ρUµν(x) + Uρν∂µϵ

ρ + Uµρ∂νϵ
ρ
]
. (4.28)

很显然，前面推导的度规场在无穷小微分同胚下的变化规律只是这两个式

子的一个应用。再比如，对于二阶张量场F µ
ν(x), 可以得到

δF µ
ν(x) = F ′µ

ν(x)− F µ
ν(x) = −

[
ϵρ∂ρF

µ
ν − F ρ

ν∂ρϵ
µ + F µ

ρ∂νϵ
ρ
]
. (4.29)

好了，推导了这么多例子，我想读者应该已经找到规律了，那么当然

就能写出下面这个一般性的式子

δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

(x) = T ′µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

(x)− T µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

(x)

=−
[
ϵρ∂ρT

µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

− T ρµ2...µk
ν1ν2...νl

∂ρϵ
µ1 − T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl
∂ρϵ

µ2 − ...

+ T µ1µ2...µk
ρν2...νl

∂ν1ϵ
ρ + T µ1µ2...µk

ν1ρ...νl
∂ν2ϵ

ρ + .....
]
. (4.30)
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由于按照定义δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

(x) 为同在x点的两个张量之差，所以它也必

定为一个张量，这就是无无无穷穷穷小小小微微微分分分同同同胚胚胚变变变换换换的的的张张张量量量性性性质质质。

下面，请读者验证无穷小微分同胚变换的δ运算满足莱布尼兹法则。比

方说，W µUµ缩并的结果是一个标量场，不难验证有

δ(W µUµ) = (δW µ)Uµ +W µ(δUµ). (4.31)

而如果不缩并，那W µUν就是一个(1, 1)型张量场，同样不难验证

δ(W µUν) = (δW µ)Uν +W µ(δUν). (4.32)

类似的，还有比如

δ(W µU ν) = (δW µ)U ν +W µ(δU ν). (4.33)

这些莱布尼兹法则对于任意阶张量之间的乘法(包括缩并)都成立！

无穷小微分同胚映射与李导数

下面介绍数学家常用的理解无穷小微分同胚变换的方法。给定时空中

的一个矢量场V µ(x)，我们可以把它想象成时空点在“流动”形成的速度

场，进而可以通过积分下面方程得到这种时空流体的流线

dxµ

dτ
= V µ(x(τ)), (4.34)

如图(4.1)所示。 进一步，我们可以将这种时空流体的流动过程看成是一种

图 4.1: 矢量场形成的流线。
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随着参数τ连续进行的微分同胚映射。即是说，经过无穷小“时间”δτ之

后，x点流到了邻近的x′点，

x′µ = xµ + δτV µ(x), (4.35)

即有无穷小微分同胚

ϵµ(x) = δτV µ(x). (4.36)

因此时空流体的流动就把x点的场T ··
··(x) (··表示任意的上指标和任

意的下指标) 带到了无限邻近的x′点，变成T ′··
··(x

′) (称作将x点的场推

前到x′点) 然后就可以和x′点原本的场T ··
··(x

′)进行比较，也就是可以计

算T ··
··(x

′) − T ′··
··(x

′) = −δT ··
··(x

′)。这就是数学上所谓李导数的本质，沿着

向量场V µ的李导数记为LV，其具体定义为

LV T
··
··(x) =

T ··
··(x

′)− T ′··
··(x

′)

δτ
= −δT ··

··
δτ

. (4.37)

或者写作

δT ··
··(x) = −δτLV T

··
··(x). (4.38)

注意到ϵµ = δτV µ，因此如果不强调沿着某个特定的矢量场V µ作李导数的

话，我们也可以将这个式子写成

δT ··
··(x) = −LϵT

··
··(x). (4.39)

很显然，由于无穷小微分同胚变换的张量性质，所以任何张量场求李

导数的结果必定依然是一个张量场，即LV T
··
··(x)依然为张量场。

由李导数的这个定义，加上前面关于无穷小微分同胚变换的推导，很

容易得到

LVW
µ = V ρ∂ρW

µ −W ρ∂ρV
µ,

LVUµ = V ρ∂ρUµ + Uρ∂µV
ρ. (4.40)

以及比方说对于二阶张量场，有

LVW
µν(x) = V ρ∂ρW

µν −W ρν∂ρV
µ −W µρ∂ρV

ν

LVUµν(x) = V ρ∂ρUµν(x) + Uρν∂µV
ρ + Uµρ∂νV

ρ. (4.41)
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诸如此类等等，总之，前面的所有结果都可以平行地移过来。特别的，李

导数满足莱布尼兹法则！

特别的，我们有

LV T
µ1µ2...µk

ν1ν2...νl
(x) = V ρ∂ρT

µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

−T ρµ2...µk
ν1ν2...νl

∂ρV
µ1 − T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl
∂ρV

µ2 − ...

+T µ1µ2...µk
ρν2...νl

∂ν1V
ρ + T µ1µ2...µk

ν1ρ...νl
∂ν2V

ρ + ...... (4.42)

由此容易验证

LaV+bWT ··
·· = aLV T

··
·· + bLWT ··

··, (4.43)

式中V,W为两个矢量场，a, b为两个任意的实常数。

4.3 协变微分

前面引入了张量场的概念，为了满足广义协变原理，我们希望物理方

程中的各量都是张量。另一方面，一个物理方程中免不了出现物理量对时

空坐标的导数，物理量是张量，然而正如我们将要看到的，一个张量场对

时空坐标求导的结果就不再是一个张量场了，因为简单求导的结果是不协

变的，因此这就破坏了广义协变原理。为了使广义协变原理始终成立，这

一节我们将对时空导数的概念进行修改，引入称之为协变导数的概念。协协协

变变变导导导数数数依依依然然然可可可以以以看看看成成成是是是一一一种种种导导导数数数，，，它它它关关关于于于被被被求求求导导导量量量也也也是是是线线线性性性，，，并并并且且且同同同样样样

满满满足足足求求求导导导的的的莱莱莱布布布尼尼尼兹兹兹法法法则则则。。。 引入协变导数的好处就在于，一个张量场的

协变导数结果依然是一个张量场，即满足协变性。

为了看清楚张量场对时空坐标的简单导数不满足协变性，我们考察一

个(1, 0)型张量场W µ(x)，在坐标变换下，它的变换关系为

W ′µ(x′) = Sµ
ν(x)W

ν(x). (4.44)

在坐标变换下W µ(x)的导数∂λW
µ(x)应该变换为∂′

λW
′µ(x′), 但是

∂′
λW

′µ(x′) =
∂xρ

∂x′λ
∂

∂xρ

(
Sµ

ν(x)W
ν(x)

)
= (S−1)ρ λS

µ
ν∂ρW

ν +
(
(S−1)ρ λ∂ρS

µ
ν

)
W ν . (4.45)

显然，这不满足张量在坐标变换下的协变规则，它多出了第二行的第二

项。
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为了消去坐标变换下多出来的这一项，我们在∂λW
µ(x)上添加上一个

和W ν成线性的项Γ̃µ
λνW

ν( Γ̃µ
λν为线性系数)，记结果为DλW

µ，称为W µ的协

变导数，

DλW
µ = ∂λW

µ + Γ̃µ
λνW

ν . (4.46)

我们要求DλW
µ满足张量的协变性，即在坐标变换下按下式变换

D′
λW

′µ = (S−1)ρ λS
µ
νDρW

ν

= (S−1)ρ λS
µ
ν∂ρW

ν + (S−1)ρ λS
µ
νΓ̃

ν
ρσW

σ. (4.47)

由于

D′
λW

′µ = ∂′
λW

′µ + Γ̃′µ
λνW

′ν

= (S−1)ρ λS
µ
ν∂ρW

ν +
(
(S−1)ρ λ∂ρS

µ
ν

)
W ν + Γ̃′µ

λνS
ν
σW

σ. (4.48)

因此，为了满足(4.47)式，必有

(S−1)ρ λS
µ
νΓ̃

ν
ρσ = (S−1)ρ λ∂ρS

µ
σ + Γ̃′µ

λνS
ν
σ (4.49)

由此易得

Γ̃′µ
λκ = (S−1)ρ λ(S

−1)σκS
µ
νΓ̃

ν
ρσ − (S−1)ρ λ(S

−1)σκ∂ρS
µ
σ. (4.50)

人们称满足上式变换关系的线性系数Γ̃µ
λκ为仿射联络。不难发现，上式

的变换关系与克里斯托夫联络的变换关系(4.17)完全相同。所以，仿射联

络Γ̃µ
λκ是存在的，因为它至少可以取作克里斯托夫联络Γµ

λκ。实际上，满足

变换关系(4.50)的仿射联络不仅仅存在，而且通常不唯一。仿射联络本身不

是张量，因为在坐标变换下它的变换关系中额外多出了一项。但是，不难

证明，两两两个个个不不不同同同仿仿仿射射射联联联络络络的的的差差差却却却是是是一一一个个个(1, 2)型型型张张张量量量，因为在坐标变换下

两者变换关系中额外多出的项相互抵消了！

注意，克里斯托夫联络关于两个下指标是对称的，但是更一般的仿射

联络可没有这个性质。

下面我们把协变导数推广到更一般的张量场。在这里关键是要利用协

变导数满足莱布尼兹法则的性质。另外，我们还要注意到，对于一个标量

场的协变导数就等于普通导数(因为标量场的普通导数本身已经是协变的

了)，即

DµΦ = ∂µΦ, (4.51)
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其中Φ为标量场。

比方说，为了得到一个下指标矢量场Uµ的协变导数，我们只要注意

到UµW
µ是一个标量场，从而

Dρ

(
UµW

µ
)
= ∂ρ

(
UµW

µ
)
. (4.52)

另一方面，利用协变导数的莱布尼兹法则，有Dρ

(
UµW

µ
)
=
(
DρUµ

)
W µ +

Uµ

(
DρW

µ
)
。由此不难验证，仅当DρUµ取如下形式时，(4.52)式才能得以

满足，

DρUµ = ∂ρUµ − Γ̃σ
ρµUσ. (4.53)

注意，与(4.46)式不同，这里等式右边的第二项是一个减号。

为了得到更一般的张量，比方说T µν
ρ 的协变导数，我们只需注意

到T µν
ρ W ρUµVν是一个标量场，从而不难验证为了满足

Dλ

(
T µν
ρ W ρUµVν

)
= ∂λ

(
T µν
ρ W ρUµVν

)
, (4.54)

而且同时满足协变导数的莱布尼兹法则，人们就必须取

DλT
µν
ρ = ∂λT

µν
ρ + Γ̃µ

λσT
σν
ρ + Γ̃ν

λσT
µσ
ρ − Γ̃σ

λρT
µν
σ . (4.55)

按照类似的办法，人们不难得到任意一个张量场的协变导数公式。

联络和协变导数也是规范场论中的基本概念，不过那里的联络和协变

导数通常都是作用在取值于内部空间的向量场上，而广义相对论中的则是

作用在取时空指标的张量场上。用数学家的话来说即是，规范场论的联络

和协变导数通常定义在一般的向量丛上，而广义相对论中的联络和协变导

数则是定义在切丛、余切丛以及它们的各种张量积上。

下面我们讨论沿着时空中一条曲线xµ(τ)的协变微分。假设时空中

有矢量场Aµ(x)，我们将它限制在曲线xµ(τ)上，得到沿着曲线定义的矢

量Aµ(τ)，我们定义矢量Aµ(τ)沿着曲线的协变微分DAµ

Dτ
为

DAµ

Dτ
=

dxν

dτ
DνA

µ =
dxν

dτ

(
∂νA

µ + Γ̃µ
νρA

ρ
)

=
dAµ

dτ
+ Γ̃µ

νρ

dxν

dτ
Aρ. (4.56)

显然，最后的结果并不需要Aµ在整个时空上有定义，只需要它沿着曲

线xµ(τ)有定义就行。因此，对于任意沿着曲线xµ(τ)有定义的矢量Aµ(τ)，
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我们可以直接定义它沿着曲线的协变微分为

DAµ

Dτ
≡ dAµ

dτ
+ Γ̃µ

νρ

dxν

dτ
Aρ. (4.57)

从引入这个定义的过程不难看出，DAµ

Dτ
依然是一个矢量，也即是说在坐标

变换下，它像一个矢量那样变换，

DA′µ

Dτ
=

∂x′µ

∂xν

DAν

Dτ
. (4.58)

类似的，可以将协变矢量Bµ(τ)沿着曲线xµ(τ)的协变微分定义成

DBµ

Dτ
≡ dBµ

dτ
− Γ̃ρ

νµ

dxν

dτ
Bρ. (4.59)

当然，DBµ

Dτ
依然是一个协变矢量。同样的，也可以定义任意张量T沿着曲

线xµ(τ)的协变微分，比如对于(1, 1)张量T µ
ν(τ)，可以定义

DT µ
ν

Dτ
≡ dT µ

ν

dτ
+ Γ̃µ

ρλ

dxρ

dτ
T λ

ν − Γ̃λ
ρν

dxρ

dτ
T µ

λ. (4.60)

当然，DTµ
ν

Dτ
依然是一个(1, 1)张量。

特别的，

DAµ

Dτ
= 0, (4.61)

是一个协变方程，因此它只要在一个坐标系中成立，则在任意坐标系

中均成立。通常称满足上述方程的Aµ(τ)为矢量Aµ 沿着曲线xµ(τ)的平平平行行行

移移移动动动。上述方程也就称作矢量Aµ沿着曲线的平行移动方程，很显然，只

要Aµ(τ)在某个初始τ = 0的值给定，则通过求解平行移动方程，Aµ(τ)沿着

整根曲线xµ(τ)的值就都给定了。完全类似的，任何张量都可以用平行移动

在一条曲线上定义，只要这个张量沿着该曲线的协变微分等于零。

4.4 等效原理和微分同胚不变性

前面说过，广义坐标变换在主动观点中可以看成是局部微分同胚映射。

因此根据这个主动的观点，我们也可以把结结结合合合最最最小小小作作作用用用量量量原原原理理理的的的广广广义义义协协协变变变

原原原理理理表表表述述述成成成：：：在在在广广广义义义相相相对对对论论论中中中，，，物物物理理理系系系统统统的的的作作作用用用量量量必必必须须须在在在任任任意意意x → x′的的的

微微微分分分同同同胚胚胚映映映射射射下下下保保保持持持不不不变变变，，，称称称之之之为为为微微微分分分同同同胚胚胚不不不变变变性性性。。。尤尤尤其其其是是是，，，引引引力力力场场场本本本

身身身的的的作作作用用用量量量必必必须须须具具具有有有微微微分分分同同同胚胚胚不不不变变变性性性。。。
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4.4.1 最小耦合原理

为了满足微分同胚不变性，物理系统的作用量就只能由各种张量场以

及它们的协变导数来构造。换言之，物理系统的拉格朗日密度L必然是由
各种张量场以及它们的协变导数所构造出来的一个标量函数。这些张量场

中既包括与引力耦合的物质场，当然也包括刻画引力场的度规场gµν(x)。

除了度规场以外，协变导数本身还额外引入了一个场，即仿射联络场Γ̃ρ
µν ,

当然这个场本身并不是张量场。平直的闵可夫斯基时空当然不需要仿射联

络场，所以看起来似乎是，仿射联络场Γ̃ρ
µν和度规场一样都是刻画引力场

的。

但是，如果在微分同胚不变性的基础上进一步应用等效原理，就

可以得出，广广广义义义相相相对对对论论论中中中的的的仿仿仿射射射联联联络络络必必必须须须取取取克克克里里里斯斯斯托托托夫夫夫联联联络络络，，，即即即必必必

有有有Γ̃ρ
µν = Γρ

µν。换言之，广义相对论中的仿射联络完全由度规场决定，从而

刻画引力的唯一只有度规场。

具体的推理过程如下：首先，根据等效原理，在局部惯性系中，引力

场被惯性力抵消了，从而在局部惯性系中，必有仿射联络等于零，即Γ̃ρ
µν =

0。换言之，在局部惯性系中，协变导数Dµ就退化成通常的导数∂µ。另一

方面，在局部惯性系中，gµν = ηµν，根据克里斯托夫联络的表达式易知，

这时也必有克里斯托夫联络等于零，即Γρ
µν = 0。从而可知，在局部惯性

系中T ρ
µν = Γ̃ρ

µν − Γρ
µν = 0。但是，前面说过，两个不同联络的差是一个张

量，从而T ρ
µν是一个张量。而一个张量在某个坐标系中等于零，则在任何坐

标系中都等于零，从而可知T ρ
µν恒等于零。也即是说，在任意坐标系中，恒

有Γ̃ρ
µν = Γρ

µν。

因此，在广义相对论中的平行移动方程是

DAµ

Dτ
=

dAµ

dτ
+ Γµ

νρ

dxν

dτ
Aρ = 0. (4.62)

另一方面，当把参数τ取作固有时我们就可以定义四维速度uµ

uµ =
dxµ

dτ
, (4.63)

根据固有时间的方程−dτ 2 = gµνdx
µdxν , 我们有

gµνu
µuν = −1 ⇒ uµuµ = −1. (4.64)

进而当曲线参数τ是固有时时，我们就可以把平行移动方程重写为

DAµ

Dτ
=

dAµ

dτ
+ Γµ

νρu
νAρ = 0. (4.65)
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特别的，四维速度本身的平行移动方程是，

Duµ

Dτ
=

duµ

dτ
+ Γµ

νρu
νuρ = 0

⇔Duµ

Dτ
=

d2xµ

dτ 2
+ Γµ

νρ

dxν

dτ

dxρ

dτ
= 0. (4.66)

结果正是引力场中自由下落粒子的测地线方程。所以，测地线方程其实就

是粒子四维速度的平行移动方程。

从本书第三章的相关结论我们知道，克里斯托夫联络满足如下等式

∂ρgµν − gµσΓ
σ
ρν − gσνΓ

σ
ρµ = 0. (4.67)

在广义相对论中，结合协变导数的定义可知，上式可以重写成

Dρgµν = 0. (4.68)

通常称这个结果为协变导数与度规场的相容性条件。不是任何协变导数都

满足这个相容性条件，但是广义相对论中的协变导数自动满足这个相容性

条件。实际上，根据第三章的相关讨论也不难知道，相容性条件再加上联

络是对称联络的要求，反过来也唯一决定了广义相对论中的联络为克里斯

托夫联络。

另一种得到协变导数与度规场相容性条件的方法是，先取局部惯性系，

注意在局部惯性系的原点，联络为零，从而即有Dρgµν = ∂ρηµν = 0。但

是Dρgµν是协变的，它在局部惯性系中为零，则在任何坐标系中都恒为零，

从而即有相容性条件。完全类似于这个推理，我们也不难得到

Dρg
µν = 0, Dρδ

µ
ν = 0. (4.69)

等效原理加上广义协变原理就基本上决定了物质场(即除引力场之外其

他一切产生引力的物质的场)与引力场的相互作用形式，或者说决定了物质

场与引力场耦合的形式。为了看清楚这一点，我们首先可以选取一个局部

惯性系，由于在局部惯性系的原点引力场完全被抵消了，因此可知，物质

场的拉格朗日密度在这一点上必定与平直的闵可夫斯基时空中的形式完全

相同，特别的，这时候拉格朗日密度中物质场对时空的导数必定就是普通

的偏导∂µ。然后，我们从局部惯性系坐标变换到任意坐标系，根据广义协

变性，这时候物质场作用量中的时空度规ηµν就应该替换成更一般的gµν , 同

样，为了满足广义协变性，物质场作用量中的偏导∂µ 就应该替换成协变导
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数Dµ。另一方面，上文我们已经看到，广义相对论中的协变导数取决于克

里斯托夫联络，而它完全由度规场gµν决定，因此这种替换手续就决定了物

质场与描写引力的度规场gµν的耦合形式。人们通常称这种由平直的闵可夫

斯基时空过渡到弯曲时空的替换手续为物质场与引力场的最最最小小小耦耦耦合合合原原原理理理。

很显然，最小耦合原理基本上可以看作是等效原理和广义协变原理的一个

推论。

4.4.2 微分同胚不变性与能量动量张量

无穷小微分同胚再研究

前面已经看到，在无穷小局域微分同胚xµ → x′µ = xµ + ϵµ(x)之下，张

量场T µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

(x)的改变量为

δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

(x)

=−
[
ϵρ∂ρT

µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

− T ρµ2...µk
ν1ν2...νl

∂ρϵ
µ1 − T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl
∂ρϵ

µ2 − ...

+ T µ1µ2...µk
ρν2...νl

∂ν1ϵ
ρ + T µ1µ2...µk

ν1ρ...νl
∂ν2ϵ

ρ + .....
]
. (4.70)

但是由于广义相对论中的联络为克里斯托夫联络，而克里斯托夫联

络是一个对称联络，满足Γρ
µν = Γρ

νµ, 由此不难直接证明，可以将上

面δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

(x) 中的普通导数通通改成协变导数，即有

δT µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

(x)

=−
[
ϵρDρT

µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

− T ρµ2...µk
ν1ν2...νl

Dρϵ
µ1 − T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl
Dρϵ

µ2 − ...

+ T µ1µ2...µk
ρν2...νl

Dν1ϵ
ρ + T µ1µ2...µk

ν1ρ...νl
Dν2ϵ

ρ + .....
]
. (4.71)

同样的，对于李导数，我们也有

LV T
µ1µ2...µk

ν1ν2...νl
(x) = V ρDρT

µ1µ2...µk
ν1ν2...νl

−T ρµ2...µk
ν1ν2...νl

DρV
µ1 − T µ1ρ...µk

ν1ν2...νl
DρV

µ2 − ...

+T µ1µ2...µk
ρν2...νl

Dν1V
ρ + T µ1µ2...µk

ν1ρ...νl
Dν2V

ρ + ...... (4.72)

特别的，我们可以将度规场在无穷小微分同胚下的改变量δgµν重写成

δgµν = −[ϵρDρgµν + gρνDµϵ
ρ + gµρDνϵ

ρ]. (4.73)

进一步利用度规场与协变导数的相容性条件，即有

δgµν = −[Dµϵν +Dνϵµ]. (4.74)
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完全类似的，也有

δgµν = Dµϵν +Dνϵµ. (4.75)

同样，我们也可以将度规场的李导数重写成

Lϵgµν = Dµϵν +Dνϵµ. (4.76)

能量动量张量

下面我们来考察最小耦合原理和微分同胚不变性的一个重要推论。为

此，我们先回顾一下本书第二章讲述诺特定理和能量-动量张量时的一个结

论。在第二章中，我们说过，在平直的闵可夫斯基时空中，在如下无穷小

局域时空变换下，

xµ → x′µ = xµ + ϵµ(x), (4.77)

任何物质系统作用量Sm的改变量必定可以写成

δSm =

∫
dvT µν(η)∂µϵν(x) =

1

2

∫
dvT µν(η)

(
∂µϵν + ∂νϵµ

)
. (4.78)

其中T µν(η)是一个对称张量，称之为能量-动量张量, η表示闵可夫斯基时空

的度规张量ηµν , T
µν(η)的完整含义是定义在闵可夫斯基时空的能量动量张

量，这是我们在第二章中引入的。式中dv为四维时空体积元，对于闵可夫

斯基时空dv = d4x。因此，根据最小耦合原理的替换规则，可以得到：在

任意弯曲时空中，在无穷小局域微分同胚xµ → x′µ = xµ + ϵµ(x)之下，如果

不不不考考考虑虑虑度规场gµν在微分同胚下的改变，而仅仅只考虑物质场的微分同胚变

换，则任何物质系统作用量Sm的改变量必定可以写成

δSm =
1

2

∫
dvT µν(g)

(
Dµϵν +Dνϵµ

)
, (4.79)

其中T µν(g)是T µν(η)经过最小耦合原理的替换规则后得到的弯曲时空能

量动量张量。式中dv表示弯曲时空的四维体积元，它和平直时空的体积

元d4x有所差别，dv的具体形式我们稍后给出。当然，平直时空中的能动量

守恒方程，现在就应该替换成

∂µT
µν = 0 ⇒ DµT

µν = 0. (4.80)
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另一方面，由于和引力场耦合，所以弯曲时空中的物质场作用量Sm当

然与度规场gµν有关，不妨将物质场作用量对gµν的变分记为如下形式

δSm =
1

2

∫
dvΘµνδgµν , (4.81)

式中Θµν为某个对称的二阶张量。下面我们将会证明，Θµν其实就等于物质

场的能量动量张量T µν，即

Θµν = T µν . (4.82)

为了证明这一点，我们需要用到物质场作用量的微分同胚不变性。为

此，考察无穷小微分同胚xµ → xµ + ϵµ(x), 由于在此微分同胚下物物物质质质场场场和和和

度度度规规规场场场都都都要要要发发发生生生改改改变变变，从而物质场作用量的改变量必为

δSm =
1

2

∫
dvΘµνδgµν +

1

2

∫
dvT µν

(
Dµϵν +Dνϵµ

)
=

1

2

∫
dv
[
(−Θµν + T µν)

(
Dµϵν +Dνϵµ

)]
, (4.83)

式中我们已经代入了(4.74)式的结果。进一步根据物质场作用量的微分同胚

不变性，必有δSm = 0，从而必有

δSm = 0 ⇒ Θµν = T µν . (4.84)

综上，我们即得到物质场能量动量张量的一个等价定义，即：物质场

能动量张量等于弯曲时空中物质场作用量对度规张量gµν的泛函导数，即

δSm =
1

2

∫
dvT µνδgµν . (4.85)

值得强调的是，物质场作用量的微分同胚不变性并不要求场位形满足

场的运动微分方程(场方程)，但是，能动量张量的守恒方程DµT
µν = 0要求

其中的物质场满足场方程。当一个场位形满足场方程时，人们也称之为在

壳的(On Shell), 而对于不满足场方程的场位形，人们就称之为离壳的(Off

Shell)。微分同胚不变性并不要求物质场在壳，但是能动量守恒要求物质场

在壳。

物质场的微分同胚不变性即使场离壳也成立！但是，当当当物物物质质质场场场在在在壳壳壳

时时时，，，微微微分分分同同同胚胚胚不不不变变变性性性本本本身身身就就就能能能推推推论论论出出出能能能动动动量量量张张张量量量的的的守守守恒恒恒方方方程程程。为了看清

楚这一点，我们不妨将物质场抽象地记作Φ，将它在无穷小微分同胚下的
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改变量记作δΦ。在无穷小微分同胚之下，由于物质场和度规场都要变换，

所以物质场作用量的改变量为

δSm =
1

2

∫
dvT µνδgµν +

∫
d4x

δSm

δΦ
δΦ(x)

= −1

2

∫
dvT µν

(
Dµϵν +Dνϵµ

)
+

∫
d4x

δSm

δΦ
δΦ(x). (4.86)

下面假设物质场在壳，从而根据最小作用量原理，必有场方程

δSm

δΦ
= 0. (4.87)

因此，这时候物质场作用量在无穷小微分同胚之下的改变量就等于

δSm = −1

2

∫
dvT µν

(
Dµϵν +Dνϵµ

)
= −

∫
dvT µνDµϵν . (4.88)

利用Dµ

(
T µνϵν

)
= (DµT

µν)ϵν + T µνDµϵν进行分部积分，再利用高斯定

理
∫
dvDµA

µ =
∫
∞ dSµA

µ, 并假设在无穷远边界上ϵν = 0, 从而即有

δSm =

∫
dv(DµT

µν)ϵν . (4.89)

当然，物质场在壳时，作用量同样会有微分同胚不变性，也即δSm = 0, 由

此就可以得出

DµT
µν = 0. (4.90)

正是能动量张量守恒方程。

四维时空体积元

下面我们给出四维时空体积元dv的具体形式。首先，我们注意到四维

体积元一定是不依赖于特定坐标系的，即是说dv的表达式得在广义坐标变

换之下保持不变。

其次，根据多元微积分知识可以知道，在广义坐标变换xµ → x′µ之

下，

d4x′ = |∂x
′

∂x
|d4x, (4.91)

式中|∂x′

∂x
|为坐标变换的雅可比行列式，即|∂x′

∂x
|为4 × 4矩阵Sµ

ν = ∂x′µ

∂xν的行列

式。即是说，d4x在广义坐标变换之下并不能保持不变，从而它并不能作为
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四维弯曲时空的体积元。当然，如果我们考察的是平直的闵可夫斯基时空，

那由于洛伦兹变换的行列式等于1，所以这时候d4x就是洛伦兹不变的，从

而就可以作为平直时空的体积元。

为了找到一个广义坐标变换不变的四维体积元，我们注意到度规场在

广义坐标变换之下按照下式变换，

g′µν =
∂xρ

∂x′µ
∂xσ

∂x′ν gρσ. (4.92)

从而不难看到，4× 4度规矩阵的行列式g = det(gµν)在坐标变换之下将按如

下规则变换

g′(x′) = |∂x
′

∂x
|−2g(x). (4.93)

再注意到度规矩阵gµν为闵氏符号的，即它有三个正本征值，一个负本

征值，从而不难知道行列式g必为负数。进而根据(4.91)式和(4.93)式不难看

出，
√
−gd4x是广义坐标变换不变的，即有√

−g′d4x′ =
√
−gd4x. (4.94)

从而四维弯曲时空的体积元就可以定义为
√
−gd4x, 即

dv =
√
−gd4x. (4.95)

特别的，对于闵可夫斯基时空，则有g = −1，从而即有dv = d4x，正好和

通常的体积元定义一致。

能动量张量举例

下面列举几个物质系统的能动量张量。

例例例1，，，引引引力力力场场场中中中的的的多多多粒粒粒子子子体体体系系系

第一个例子是引力场中的多粒子体系。这个物质系统的作用量为

Sm = −
∑
n

mn

∫
dτn = −

∑
n

mn

∫
dτn

√
−gµν(xn)

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
. (4.96)

式中xµ
n为粒子n的时空坐标，τn为它的固有时。
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不难计算Sm对度规张量的变分，为

δSm = −
∑
n

mn

∫
dτnδ

√
−gµν(xn)

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn

=
∑
n

mn

∫
dτn

1

2

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
δgµν(xn)

=
1

2

∫ √
−gd4x

[ 1√
−g

∑
n

mn

∫
dτn

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
δ4
(
x− xn(τn)

)]
δgµν(x).

式中第二行我们利用了
√

−gµν(xn)
dxµ

n

dτn

dxν
n

dτn
= 1。将上面的结果与能动量张量

的定义式(4.85)进行比较，不难得到

T µν(x) =
1√
−g

∑
n

mn

∫
dτn

dxµ
n

dτn

dxν
n

dτn
δ4
(
x− xn(τn)

)
. (4.97)

与第二章中的相关结果比较不难发现，这正是弯曲时空中多粒子体系的能

动量张量。

例例例2，，，弯弯弯曲曲曲时时时空空空中中中的的的标标标量量量场场场

我们要考察的第二个例子是弯曲时空中的标量场。作为场论系统，这

个物质系统的作用量必定可以写成如下形式

Sm =

∫
dvL =

∫ √
−gd4xL, (4.98)

式中L表示拉格朗日密度。对于弯曲时空中的标量场ϕ，根据最小耦合原

理，我们可以将相应的拉格朗日密度取成

L = −1

2
gµν∂µϕ∂νϕ− U(ϕ). (4.99)

为了计算物质场作用量对度规张量的变分，我们需要用到如下引理。

引引引理理理：：： 对于任何矩阵M , 总有

Tr
(
M−1δM

)
= δ ln detM. (4.100)

式中detM表示矩阵M的行列式，Tr代表矩阵求迹，即对角元之和。

上面引理的证明非常直接了当，

δ ln detM = ln det(M + δM)− ln detM

= ln
det(M + δM)

detM
= ln det

(
M−1(M + δM)

)
= ln det(1 +M−1δM)

= ln
(
1 + Tr(M−1δM)

)
= Tr

(
M−1δM

)
. (4.101)
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后面两行的等号都是表示在忽略高阶无穷小的意义上相等。

取引理中的矩阵M为度规矩阵gµν，则根据引理不难得到

δg = ggµνδgµν . (4.102)

另外，将矩阵方程gµνgνρ = δµρ两边微分，不难得到(δgµν)gνρ + gµνδgνρ = 0,

由此即得

δgµν = −gµρδgρσg
σν . (4.103)

当然，这实际上就是如下矩阵方程的一个简单例子

δM−1 = −M−1(δM)M−1, (4.104)

式中M表示任何可逆矩阵。

利用上一段的两个结果，不难计算物质场作用量Sm对度规场的变分

δSm =

∫
d4x(δ

√
−g)L+

∫ √
−gd4xδL

=

∫ √
−gd4x

(1
2
gµνLδgµν + δL

)
. (4.105)

对于前面给出的标量场拉格朗日密度，不难算得它对度规场的变分为

δL =
1

2
∂µϕ∂νϕδgµν . (4.106)

综上，即得

δSm =
1

2

∫
dv
(
gµνL+ ∂µϕ∂νϕ

)
δgµν . (4.107)

从而可知标量场的能量动量张量为

T µν = ∂µϕ∂νϕ+ gµνL

= ∂µϕ∂νϕ− 1

2
gµν∂ρϕ∂

ρϕ− gµνU(ϕ). (4.108)

与第二章中的相关结果比较，不难发现，这正是弯曲时空中标量场的能量

动量张量。
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注记：三种能量动量张量

实际上，在理论物理学中，有三种定义不相同的能量动量张量。首

先，时空平移对称性所对应的守恒流称之为正则能量动量张量，正则能

量动量张量不一定是对称张量。不过，对于每一个正则能量动量张量，人

们都可以构造一个相应的对称守恒张量，称之为Belinfante-Rosenfeld张量。

Belinfante-Rosenfeld张量当然也是能量动量张量，所以这就有了两种能量

动量张量。

第三种能量动量张量是所谓的希尔伯特能量动量张量，它也就是前面

我们引入的对称张量Θµν，它的定义就是物质场作用量对度规场的泛函导

数。

在本书第二章以及本章(第四章)的相关讨论中，我们实际上是澄清

了这三种能量动量张量之间的关系。首先，在第二章中，通过所谓的诺

特技巧(Noether’s trick), 我们可以利用无穷小局域洛伦兹变换引入对称

的Belinfante-Rosenfeld张量，这样就以诺特定理的形式统一了正则能量动

量张量和Belinfante-Rosenfeld张量。

而在本章中，通过利用微分同胚不变性，我们又进一步证明了，只

要物质场与引力场之间的耦合是最小耦合，那么弯曲时空中的Belinfante-

Rosenfeld张量就严格等于希尔伯特能量动量张量。这样我们就彻底澄清了

三种能量动量张量之间的关系。

4.5 弯曲时空中的高斯定理

前面的相关讨论中我们用到了弯曲时空中的高斯定理，而且后面的章

节中也会用到这个定理。本节我们对此进行一个详细的讨论和证明。

引引引理理理：首先我们讨论一个引理，即克里斯托夫联络的指标收缩能够写

成如下形式

Γµ
µν =

1√
|g|

∂ν
√

|g|, (4.109)

式中g = det gµν。

证证证明明明：首先，根据克里斯托夫联络的定义式，我们有

Γµ
µν =

1

2
gµρ∂νgµρ =

1

2
Tr
(
g−1∂νg

)
. (4.110)
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式中g代表矩阵(gµν)。利用Tr(M−1δM) = δ ln detM , 可以进一步得到

Γµ
µν =

1

2
Tr
(
g−1∂νg

)
=

1

2
∂ν ln | det g|

=
1

2
∂ν ln |g| = ∂ν ln(

√
|g|) = 1√

|g|
∂ν
√

|g|. (4.111)

式中第二行和第一行有所不同，其中的g = det(gµν)。

弯弯弯曲曲曲时时时空空空的的的高高高斯斯斯定定定理理理：假设M是一个D = n维的弯曲时空，假设它有

一个边界∂M。将∂M的指向时空外侧的法向量记作nν , nν为一个单位向量，

满足gµνn
µnν = 1。则对于M上的任何向量场Aµ, 我们有∫
M

dnx
√

|g|DµA
µ =

∫
∂M

dn−1x
√
|h|nµA

µ =

∫
∂M

dSµA
µ. (4.112)

式中hij是边界∂M上的诱导度规，h = det(hij)，dSµ ≡ dn−1x
√

|h| · nµ表示

边界上的面积元矢量。

证证证明明明：引用上面的引理，即有√
|g|DµA

µ =
√

|g|
(
∂µA

µ + Γµ
µνA

ν
)
=
√
|g|
(
∂µA

µ +Xν 1√
|g|

∂ν
√

|g|
)

= ∂µ
(√

|g|Aµ
)
. (4.113)

也即是说，一个向量场的协变散度可以重新表达成普通散度的形式！因此∫
M

dnx
√

|g|DµA
µ =

∫
M

dnx∂µ
(√

|g|Aµ
)
. (4.114)

然后我们当然就可以用普通的高斯定理。

为了看得更清楚，我们不妨假设∂M可以局部地由xn = 常数的超曲面

刻画，进而可以将度规写成如下形式

gµν =

(
hij 0

0 N2

)
, (4.115)

式中hij即为边界∂M上的诱导度规，N为某函数。从而局部地有法向

量nµ = (0, 0, ..., 1/N),满足gµνn
µnν = 1. 当然也有nµ = gµνn

µ = (0, 0, ..., N).

利用上一段的结果即有∫
M

dnx∂µ
(√

|g|Aµ
)
=

∫
∂M

dn−1x
(√

|h|N2An
)
=

∫
∂M

dn−1x
√
|h|nµA

µ.
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式中第一个等号就是在∂M由xn = 常数刻画的局部坐标中应用了普通的高

斯定理。结合上面这个结果和(4.114)式，即有∫
M

dnx
√

|g|DµA
µ =

∫
∂M

dn−1x
√
|h|nµA

µ. (4.116)

定理得证。

拉拉拉普普普拉拉拉斯斯斯算算算符符符：上述证明过程有一个副产品，即对于一个标量场Φ, 拉

普拉斯算符对其作用为

DµD
µΦ = Dµ

(
∂µΦ

)
=

1√
|g|

∂µ
(√

|g|∂µΦ
)
=

1√
|g|

∂µ
(√

|g|gµν∂νΦ
)
.(4.117)

举个例子，比如平坦的三维欧几里德空间，这时候在三维直角坐标中，

协变导数当然就是普通的导数，所以上面协变形式的拉普拉斯算符实际上

就是普通的三维空间的拉普拉斯算符！但是，协变的形式不止适用于直角

坐标，而是可以适用于任何坐标。下面，转入到球坐标，这时候度规为

ds2 = dr2 + r2dθ2 + r2 sin2 θdϕ2. (4.118)

度规张量的行列式为|g| = r4 sin2 θ, 度规张量的逆也是显然的

gµν =

1 0 0

0 r−2 0

0 0 r−2 sin−2 θ

 . (4.119)

从而根据上一段的公式，容易求得

1√
|g|

∂µ
(√

|g|gµν∂νΦ
)

=
[ 1
r2
∂r(r

2∂r) +
1

r2 sin θ
∂θ
(
sin θ∂θ

)
+

1

r2 sin2 θ
∂2
ϕ

]
Φ. (4.120)

这正是球坐标中拉普拉斯算符的表达式。


