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第八章 施瓦西解以及广义相对论

经典检验

陈陈陈童童童

爱因斯坦场方程是一个关于度规场gµν的高度非线性的方程，非常难以

精确求解。然而，1915年爱因斯坦发表他的场方程以后，身处一战战场的

施瓦西很快就得到了第一个非平凡精确解，并在1915年12月22日将结果寄

给了爱因斯坦，这就是本章将要讲述的施瓦西解。

施瓦西得到精确解的关键点在于充分利用对称性来约束gµν的独立分量

个数。具体来说，施瓦西假设考察的是一个空间部分具有球对称性的时空。

其次，施瓦西假设考察的是没有物质分布的真空部分的解，因此施瓦西解

可以描述一个质点或者一个球对称星体外部的引力场。

本章将要讲述的第二部分内容有关广义相对论的一些经典检验，主要

是具体推导引力场中的光线偏折以及推导广义相对论效应下的行星近日点

进动，以和天文观测进行比较。

8.1 球对称性与度规

时空对称性的系统性考量需要用到基林矢量场的概念，这个我们将在

后面的章节中介绍。本章我们仅仅是初识对称性分析的威力，对于本章的

目的而言，广义坐标协变性结合球对称性的直观考量就已经足够了。
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如果没有对称性的约束，那么度规场gµν(x)作为一个二阶对称张量，

它将有4 · (4+1)/2 = 10个独立分量，考虑到广义坐标的任意性，其中有4个

分量是冗余的，剩下6个独立分量是真正需要通过爱因斯坦场方程来确定

的，作为广义坐标的函数，每个独立分量又是一个含4个自变量的函数。然

而，正如我们将要看到的，在球对称性的约束下，真正的独立分量将只有

两个，而且每个独立分量仅仅是含两个自变量的函数。

考察球对称性的方便坐标当然是球坐标，在球坐标下，具有球对称

性(即在绕球心的旋转下保持不变)的函数只能是时间t和径向坐标r这两

个自变量的函数，而具有球对称性的二次微元就只有dt2、dtdr、dr2以

及dΩ2 ≡ dθ2 + sin2 θdϕ2，其中dΩ2就是两维单位球面S2上的标准度规。所

以具有球对称性的最一般度规将具有如下形式，

ds2 = −U(t, r)dt2 − 2V (t, r)dtdr +W (t, r)dr2 + (X(t, r))2dΩ2. (8.1)

但是，以上并没有考虑广义坐标协变性，考虑到这个，则我们可以重

新定义径向坐标r′ = X(t, r), 进而dr′ = ∂tX(t, r)dt+ ∂rX(t, r)dr。由此可以

消去(8.1)中的r和dr，进而将度规写成ds2 = −U ′(t, r′)dt2 − 2V ′(t, r′)dtdr′ +

W ′(t, r′)dr′2 + r′2dΩ2的形式。为了方便起见，不妨去掉所有的′号，重命名

各个变量，进而即知具有球对称性的一般度规必定可以写成

ds2 = −U(t, r)dt2 − 2V (t, r)dtdr +W (t, r)dr2 + r2dΩ2. (8.2)

这里的U, V,W当然和(8.1)中的U, V,W不是一回事，我们只是用了同样的记

号而已。

下面我们将表面，广义协变性能够进一步去除(8.2)式中的−2V (t, r)dtdr

项。为此我们只需引入某个合适的函数Φ(t, r)，并定义新的时间变量t′ =

Φ(t, r), 从而dt′ = ∂tΦ(t, r)dt + ∂rΦ(t, r)dr。其中函数Φ(t, r)是这么决定的，

我们要求dt′ = ∂tΦ(t, r)dt+ ∂rΦ(t, r)dr = λ(t, r)(Udt+ V dr)，式中λ(t, r)为

某待定函数。很显然，只要能确定λ(t, r)，那Φ(t, r)就跟着确定了。为了

找到λ(t, r)，我们注意到λU = ∂tΦ(t, r), λV = ∂rΦ(t, r), 从而∂r(λU) =

∂t(λV )，根据这个式子可知，给定U(t, r)和V (t, r), 以及给定λ(t, r)在0时

刻的初始值λ(0, r), 那我们就可以通过将∂t(λV ) = ∂r(λU)对t积分进而确

定任意时刻t的λ(t, r)，总之，我们总能找到合适的函数λ(t, r)，使得dt′ =

λ(t, r)(Udt+ V dr)。

进而即有dt′2 = λ2(U2dt2+2UV dtdr+V 2dr2) = λ2[U(Udt2+2V dtdr)+

V 2dr2],即−Udt2−2V dtdr = − 1
λ2U

dt′2+ V 2

U
dr2。代入(8.2)式并用新变量t′来
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消去t，即知度规一定能够写成ds2 = − 1
λ2U

dt′2 + (V
2

U
+W )dr2 + r2dΩ2。去

掉t′上的′号，并重命名各个变量，即知球对称时空的度规一定能够写成如

下形式

ds2 = −A(t, r)dt2 +B(t, r)dr2 + r2dΩ2. (8.3)

这就是我们最终要找的结果，显然它只有两个独立分量，分别由函

数A(t, r)和函数B(t, r)所刻画。

上式有非常清楚的几何含义，它告诉我们：给定一个时刻t，空间几

何叶层化为一些同心球面，这些球面的面积为4πr2, 而两个相邻球面之间

的空间距离为
√
Bdr。而对于一个位于给定r处的观察者来说，在无穷小时

间dt之内，他所经历的固有时流逝为
√
Adt。

8.2 联络与曲率的计算

8.2.1 如何计算克里斯托夫联络

给出一个待定的度规场gµν(x)，为了代爱因斯坦场方程，就需要计算

里奇曲率张量和曲率标量，为此我们又需要首先计算出克里斯托夫联络。

当然可以直接代克里斯托夫联络的定义式计算，但这很容易出错漏，下面

我们介绍一种计算克里斯托夫联络的有用技巧。

考虑时空中的一条世界线xµ(λ)，λ为世界线的参数，考虑如下作用量

S =

∫
dλ

1

2
gµν

dxµ

dλ

dxν

dλ
. (8.4)

当然，这个作用量并不是一个真实粒子的作用量，它只是我们用来辅助计

算克里斯托夫联络的东西，之所以用这个辅助作用量而不用真实粒子的作

用量，是因为这个作用量的变分比粒子作用量的变分要好算很多。

对上面这个作用量变分，不难得到

δS =−
∫

dλ
[
gσρ

d2xσ

dλ2
+

1

2
(∂µgνρ + ∂νgµρ − ∂ρgµν)

dxµ

dλ

dxν

dλ

]
δxρ

=−
∫

dλgσρ
[d2xσ

dλ2
+ Γσ

µν

dxµ

dλ

dxν

dλ

]
δxρ. (8.5)

利用最小作用量原理δS[x(λ)] = 0, 即可得到运动方程

d2xσ

dλ2
+ Γσ

µν

dxµ

dλ

dxν

dλ
= 0. (8.6)
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注意，如果λ是固有时参数，那这个运动方程就正好是测地线方程。

当然，对于我们的目的来说，并不一定需要将λ取作固有时(当然最终

取成固有时也可以)。我们的关键技巧在于，给出一个gµν , 我们就把它代入

到辅助作用量(8.4)中，然后对这个辅助作用量变分得出运动方程，最后将

所得的方程与标准形式(8.6)进行比较，从这个比较中就能读出所有非零的

联络系数。

相比于直接代联络的定义式进行计算，这个方法至少有两个好处: 一

是在实际应用中常常会有很多联络系数分量取零，但是不算一遍人们又无

从知道它们是零，而在上述方法中，取零的那些联络系数对计算过程自动

就没有贡献; 第二，联络系数的独立分量数目太多，一个分量一个分量地

代定义式计算就会太繁琐(指手算，而不是用数学软件来推导)，而且很容

易遗漏，但是上述方法是同时算出所有的非零联络系数，繁琐程度就大大

降低了。

下面举例说明上述方法的运用。比如考虑两维球面，其度规为

ds2 = dθ2 + sin2 θdϕ2. (8.7)

由此即有辅助作用量

S =

∫
dλ

1

2

[
(
dθ

dλ
)2 + sin2 θ(

dϕ

dλ
)2
]
. (8.8)

对这个作用量变分，就能得到如下两个运动微分方程

d2θ

dλ2
− sin θ cos θ(

dϕ

dλ
)2 = 0

d

dλ

(
sin2 θ

dϕ

dλ

)
= 0. (8.9)

其中第一个方程已经是(8.6)式那样的标准形式，将第2个方程也化成标准形

式，得

d2ϕ

dλ2
+ 2 cot θ

dθ

dλ

dϕ

dλ
= 0. (8.10)

将这些标准形式的方程与定义式(8.6)进行比较，就能读出非零的联络系数，

为

Γθ
ϕϕ = − sin θ cos θ, Γϕ

θϕ = Γϕ
ϕθ = cot θ. (8.11)

其余联络系数都为零。
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为了检验这些联络系数是否算对，我们不妨进一步计算一下黎曼曲率

张量。根据黎曼曲率张量的代数性质，在两维中它只有一个独立的非零分

量，为

Rθ
ϕθϕ = ∂θΓ

θ
ϕϕ − ∂ϕΓ

θ
θϕ + Γθ

θiΓ
i
ϕϕ − Γθ

ϕiΓ
i
θϕ. (8.12)

式中i = θ, ϕ。注意到有不少联络系数为零，然后再代入上面的那些非零联

络系数，即可得

Rθ
ϕθϕ = ∂θΓ

θ
ϕϕ − Γθ

ϕϕΓ
ϕ
θϕ

= (sin2 θ − cos2 θ)− (− sin θ cos θ)(cot θ) = sin2 θ. (8.13)

进而即有

Rθϕθϕ = gθθR
θ
ϕθϕ = sin2 θ. (8.14)

进而可以算得截面曲率，为

K =
Rθϕθϕ

gθθgϕϕ
=

sin2 θ

sin2 θ
= 1. (8.15)

两维曲面的截面曲率也叫高斯曲率，单位球面的高斯曲率当然为1，与这里

的计算完全吻合。

还可以算得里奇张量的各分量为

Rϕϕ = Rθ
ϕθϕ = sin2 θ, Rθθ = Rϕ

θϕθ = gϕϕRϕθϕθ = 1.

Rθϕ = Rϕθ = 0. (8.16)

从而可以进一步算得里奇标量，为

R = gθθRθθ + gϕϕRϕϕ = 2. (8.17)

的确，两维曲面的里奇标量就应该是高斯曲率的两倍，这是由它们各自的

定义决定的。

8.2.2 计算球对称时空的联络和曲率

前面说过，球对称时空的度规必定可以写成如下形式

ds2 = −A(t, r)dt2 +B(t, r)dr2 + r2dΩ2. (8.18)
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然后我们又介绍了计算克里斯托夫联络的一种技巧，下面不妨用这种技巧

计算一下与上述度规(8.18)相应的克里斯托夫联络。

首先，辅助计算的作用量为

S =
1

2

∫
dλ

[
− A(

dt

dλ
)2 +B(

dr

dλ
)2 + r2(

dθ

dλ
)2 + r2 sin2 θ(

dϕ

dλ
)2
]
. (8.19)

对这个作用量进行变分，可得如下运动方程(式中Ȧ ≡ ∂A
∂t
, A′ ≡ ∂A

∂r
, B与此

类似)

d

dλ
(A

dt

dλ
)− 1

2
Ȧ(

dt

dλ
)2 +

1

2
Ḃ(

dr

dλ
)2 = 0

−1

2
A′(

dt

dλ
)2 − d

dλ
(B

dr

dλ
) +

1

2
B′(

dr

dλ
)2 + r(

dθ

dλ
)2 + r sin2 θ(

dϕ

dλ
)2 = 0

− d

dλ
(r2

dθ

dλ
) + r2 sin θ cos θ(

dϕ

dλ
)2 = 0

− d

dλ
(r2 sin2 θ

dϕ

dλ
) = 0. (8.20)

注意到t, r, θ, ϕ均是世界线参数λ的函数，由此即可将这四个方程化成如下

标准形式

d2t

dλ2
+

1

2

Ȧ

A
(
dt

dλ
)2 +

A′

A

dt

dλ

dr

dλ
+

1

2

Ḃ

A
(
dr

dλ
)2 = 0

d2r

dλ2
+

1

2

B′

B
(
dr

dλ
)2 +

Ḃ

B

dt

dλ

dr

dλ
+

1

2

A′

B
(
dt

dλ
)2 − r

B
(
dθ

dλ
)2 − r sin2 θ

B
(
dϕ

dλ
)2 = 0

d2θ

dλ2
+

2

r

dr

dλ

dθ

dλ
− sin θ cos θ(

dϕ

dλ
)2 = 0

d2ϕ

dλ2
+

2

r

dr

dλ

dϕ

dλ
+ 2 cot θ

dθ

dλ

dϕ

dλ
= 0.

从中可以读出所有非零的联络系数，为

Γt
tt =

1

2

Ȧ

A
, Γt

tr = Γt
rt =

1

2

A′

A
, Γt

rr =
1

2

Ḃ

A

Γr
rr =

1

2

B′

B
, Γr

tr = Γr
rt =

1

2

Ḃ

B
, Γr

tt =
1

2

A′

B

Γr
θθ = − r

B
, Γr

ϕϕ = −r sin2 θ

B

Γθ
rθ = Γθ

θr =
1

r
, Γθ

ϕϕ = − sin θ cos θ

Γϕ
rϕ = Γϕ

ϕr =
1

r
, Γϕ

θϕ = Γϕ
ϕθ = cot θ. (8.21)
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下面计算里奇曲率张量，利用里奇张量的定义式

Rµν = Rρ
µρν = ∂ρΓ

ρ
νµ − ∂νΓ

ρ
ρµ + Γρ

ρσΓ
σ
νµ − Γρ

νσΓ
σ
ρµ. (8.22)

利用(8.21)式给出的联络系数，经过一个略微繁琐但却直接的计算，可以得

到

Rtt =
A′′

2B
+

A′

rB
− A′

4B

(A′

A
+

B′

B

)
− B̈

2B
+

Ḃ

4B

(Ȧ
A

+
Ḃ

B

)
Rrr = −A′′

2A
+

B′

rB
+

A′

4A

(A′

A
+

B′

B

)
+

B̈

2A
− Ḃ

4A

(Ȧ
A

+
Ḃ

B

)
Rθθ = 1−

( r
B

)′ − r

2B

(A′

A
+

B′

B

)
Rϕϕ = sin2 θRθθ. (8.23)

以及

Rtr = Rrt =
Ḃ

rB
. (8.24)

里奇张量的其它分量都是零。另外，由(8.23)式容易得到

Rtt/A+Rrr/B =
1

rB

(A′

A
+

B′

B

)
. (8.25)

8.3 施瓦西解

8.3.1 真空爱因斯坦方程

前面提到过，施瓦西解是描述一个球对称星体的外部时空，从而它

描述的是没有物质分布的真空部分，这时候相应的爱因斯坦场方程可

以简化。为了看清楚这种简化，我们首先把标准形式的爱因斯坦场方

程Rµν − 1
2
gµνR = 8πGTµν进行指标缩并，进而得到(注意是四维时空)−R =

8πGT，其中T = T µ
µ, 由此就可以把四维时空的爱因斯坦方程改写成如下形

式

Rµν = 8πG(Tµν −
1

2
gµνT ). (8.26)

对于没有物质分布的真空部分，有Tµν = T = 0, 从而即有如下真空的爱因

斯坦方程

Rµν = 0. (8.27)
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这绝对不意味着，在真空中时空一定是平坦的，时空如果要平坦，则必须

满足更严格的条件Rµνρσ = 0, 而不只是里奇张量等于零。

8.3.2 施瓦西解

下面我们求解球对称时空的真空爱因斯坦方程。首先，根据(8.24)式和

真空方程的Rtr = 0，我们有

Ḃ = 0. (8.28)

也即是说，球对称时空度规(8.18)里的函数B其实并不依赖于时间t，而仅

仅是r的函数，可以写作B(r)。

其次，根据真空方程的Rtt = Rrr = 0, 我们有Rtt/A+ Rrr/B = 0, 进而

由(8.25)式可以得到

A′

A
+

B′

B
= 0, (8.29)

由此可知(ln(AB))′ = 0, 积分即得

AB = f(t), (8.30)

式中f(t)为t的某个待定函数。进一步，将(8.29)式代入(8.23)式的Rθθ分量，

并利用真空方程的Rθθ = 0，即可以得到

Rθθ = 1−
( r
B

)′
= 0. (8.31)

积分，即可得到

B(r) =
(
1 +

c

r

)−1
, (8.32)

式中c为积分常数。结合(8.32)式和(8.30)式，即有

A(t, r) = f(t)
(
1 +

c

r

)
. (8.33)

上面的求解过程没有用到Rtt = Rrr = 0, 而只用到了Rtt/A + Rrr/B =

0，所以我们实际上还要检验比方说Rrr = 0是否满足？代入(8.32)式

和(8.33)式不难发现，的确满足！看起来这是一个巧合，因为方程的数

目似乎比变量的数目要多。但这其实不是巧合，而是微分同胚不变性(或
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者说广义协变性)的必然结果。由于微分同胚不变性，我们必然有恒等

式DµGµν = 0, 这个恒等式确保了在前面的求解已经完成后必然自动地

有Rrr = 0。

所以球对称的真空解必定具有如下度规

ds2 = −f(t)
(
1 +

c

r

)
dt2 +

(
1 +

c

r

)−1
dr2 + r2dΩ2.

将时间变量重新定义为
√
f(t)dt → dt即可以吸收掉函数f(t)，进而将球对

称真空解写成

ds2 = −
(
1 +

c

r

)
dt2 +

(
1 +

c

r

)−1
dr2 + r2dΩ2. (8.34)

我们看到，球对称的真空解必定是一个度规不依赖于时间的静态时空，更

准确地说是球对称时空的度规必定由上式给出，这个结论也称作伯伯伯克克克霍霍霍夫夫夫

定定定理理理。注意上述这个解在r = 0处是奇异的，好在我们本来关心的也是球对

称星体的外面，从而不会取r = 0。

伯克霍夫定理的一个推论是，对于一个质量均匀分布的空心球壳，其

空腔内部的时空必定是平坦时空。这是因为，首先空腔内部满足真空爱因

斯坦方程，其次，系统有球对称性。所以空腔内部的时空度规必定由上面

的(8.34)式描述。最后，由于r = 0的球心也在空腔内部，所以这时候(8.34)

式中的待定常数c必定等于零，否则r = 0处的时空就奇异了！如此一来，

空腔内部的时空度规就必定是平坦度规。或者说，质量均匀分布的球壳空

腔内部必定没有引力场！这个结论在牛顿引力理论中当然是人们熟知的。

为了看清楚(8.34)式中常数c的物理含义，我们注意到在牛顿近似

中g00 = −(1 + 2Φ)，而对于一个球对称的星体，牛顿万有引力势Φ = −GM
r
,

其中M为星体的总质量。将牛顿近似的这个结论与(8.34)式中的g00 =

−
(
1 + c

r

)
进行比较，即可知c = −2GM。从而解(8.34)可以重写成

ds2 = −
(
1− 2GM

r

)
dt2 +

(
1− 2GM

r

)−1
dr2 + r2dΩ2. (8.35)

这就是著名的施施施瓦瓦瓦西西西解解解，它描述一个质量为M的球对称星体的外部时空。

虽然我们是一次性同时讲述施瓦西解和伯克霍夫定理，但在历史上伯

克霍夫定理当然出现在施瓦西解之后，施瓦西最初解方程的时候额外假设

了A,B不依赖于时间t，是伯克霍夫解除了这一条假设。

伯克霍夫定理告诉我们，即使引力源在收缩、膨胀、甚至沿着径向在

振荡，只要它保持球对称性，那它外部的时空度规就必定是不依赖于时间
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的(8.34) 式。简言之，并没有球对称的引力波(通常所说的球面波并不一定

是球对称的，球对称引力波还要求波的极化方向也保持球对称)！在电磁学

中，我们也有一个类似的结论，即真空中保持球对称性的电场必定是库伦

场，没有球对称的电磁波。这些结论和下面的事实密切相关，即在多极矩

展开中，电磁辐射的领头阶是偶极辐射，没有零极辐射，类似的，引力辐

射的领头阶是四极辐射，没有零极辐射，甚至也没有偶极辐射。能量动量

的零极矩就是质量，偶极矩就是角动量，因此引力波没有零极辐射和伯克

霍夫定理密切相关，而没有偶极辐射则和爱因斯坦方程存在具有非零角动

量的旋转解(即所谓克尔解)密切相关。并且这些事实也和所谓的黑洞无毛

定理（也叫黑洞三毛）相关，所谓的黑洞无毛即是说四维时空中的无论什

么黑洞都可以由三个参数（即“三根毛”）唯一确定，这三个参数即是质

量、电荷、以及角动量。其它毛正好对应引力辐射的四极或者四极以上的

高极矩（或者电磁辐射的偶极以及偶极以上的高极矩），而这些高极矩是

存在引力辐射的，因此在黑洞形成过程中，这些高极的毛都辐射掉了，最

后只剩下不会辐射的三根毛。

从上述解中可以看到，2GM具有长度量纲，可以理解为某种引力半

径，称作施瓦西半径，记为rg

rg ≡ 2GM. (8.36)

利用rg，施瓦西解就可以写成

ds2 = −
(
1− rg

r

)
dt2 +

(
1− rg

r

)−1
dr2 + r2dΩ2. (8.37)

对于太阳，其施瓦西半径rg ∼ 3km, 这与太阳半径相比是一个非常

微小的量。实际上，对于各种典型的天文学客体，其施瓦西半径rg与

物质分布半径(简称半径)R的比值rg/R大约为，10−9(地球)、10−6(太阳)、

10−4(白矮星)，以及10−1(中子星)，总的来说都是一个小量，这就是后文的

一些微扰计算中常常把含rg的项看作微扰小量的原因。

通过重新定义径向变量r → ρ,

r = ρ
(
1 +

rg
4ρ

)2
. (8.38)

我们也可以把施瓦西解(8.35)写成如下各向同性的形式

ds2 = −
(1− rg

4ρ
)2

(1 + rg
4ρ
)2
dt2 +

(
1 +

rg
4ρ

)4
(dρ2 + ρ2dθ2 + ρ2 sin2 θdϕ2). (8.39)
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8.4 粒子在施瓦西时空中的运动

本节我们主要研究粒子(包括有质量的粒子和无质量的光子) 在施瓦西

时空中的运动。通过这个研究，我们将推导出光线在球对称引力场中的偏

折公式，至于它和天文观测的比较则是我们在第三章讲述等效原理的时候

就已经讲过了的。我们还将推导出行星绕太阳运动时由于广义相对论效应

所带来的近日点进动，尤其是，我们将计算出水星的近日点进动并和天文

观测进行比较，在历史上，这双方的吻合也是对广义相对论理论的经典检

验之一。

8.4.1 粒子在球对称时空中的运动

有质量粒子

(8.20)式实际上已经得到了粒子在球对称时空中的测地线方程(只需取

参数λ为有质量粒子的固有时参数或者无质量粒子的仿射参数)。比方对于

有质量粒子，这时候λ = τ。而对于施瓦西解，注意到最终时空是静态的，

即Ȧ = Ḃ = 0，所以这组方程简化为

d

dτ
(A

dt

dτ
) = 0 (8.40)

−1

2
A′(

dt

dτ
)2 − d

dτ
(B

dr

dτ
) +

1

2
B′(

dr

dτ
)2 + r(

dθ

dτ
)2 + r sin2 θ(

dϕ

dτ
)2 = 0 (8.41)

− d

dτ
(r2

dθ

dτ
) + r2 sin θ cos θ(

dϕ

dτ
)2 = 0 (8.42)

− d

dτ
(r2 sin2 θ

dϕ

dτ
) = 0. (8.43)

另外，对于有质量粒子，其四维速度与自身的内积等于−1，从而必有

A(r)(
dt

dτ
)2 −B(r)(

dr

dτ
)2 − r2(

dθ

dτ
)2 − r2 sin2 θ(

dϕ

dτ
)2 = 1. (8.44)

方程(8.40)和方程(8.43)的解为

A
dt

dτ
= ϵ, r2 sin2 θ

dϕ

dτ
= l. (8.45)

式中ϵ和l均为常数。记粒子的四维速度矢量为uµ = dxµ

dτ
,由于A dt

dτ
= −g00u

0 =

−u0, 所以−u0 = ϵ为守恒量所反映的，正是粒子的能量守恒，具体来说守

恒量ϵ是每单位质量的能量。而r2 sin2 θ dϕ
dτ

= gϕϕu
ϕ = uϕ, 因此uϕ = l所反映
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的，正是粒子环绕竖直轴的角动量守恒，l就是每单位质量的角动量，之所

以有角动量守恒，当然是因为系统有球对称性。

另外，方程(8.42)的解可以取为θ(τ) = π
2
, 即粒子实际上是在黄道面上

运动。将这些结果代入方程(8.44), 可以得到

ϵ2

A
−B(r)

(dr
dτ

)2 − l2

r2
= 1. (8.46)

取θ(τ) = π
2
, 并将这个方程对径向坐标r求导，即可以自动满足方程(8.41)。

因此，(8.41)式无需再独立求解，而我们最终需要进一步处理的方程仅仅只

有方程(8.46)。不难发现这个方程可以重写成如下形式

1

2

(dr
dτ

)2
+ Veff(r) = 0, (8.47)

式中

Veff(r) =
1

2B

(
1 +

l2

r2
)
− ϵ2

2AB
. (8.48)

在数学形式上，我们可以将(8.47)理解为，一个总能量为零的非相对论性的

牛顿质点在一个Veff(r)的一维势场中运动，其中τ可以理解为时间。

很多时候，我们仅仅关心粒子在黄道平面上的运动轨道，这时候我们

可以利用dϕ
dτ

= l
r2
，以及利用 dr

dτ
/dϕ
dτ

= dr
dϕ
消去固有时参数τ，进而将(8.47)式

比上(dϕ
dτ
)2，即可以得到粒子的轨道方程

( dr
dϕ

)2
+

1

B

(r4
l2

+ r2
)
− ϵ2

l2
r4

AB
= 0. (8.49)

给定A(r)和B(r)，原则上我们只要将这个式子积分，就能求出轨道方

程r(ϕ)。

实际上，人们常常应用如下技巧，即引入变量代换u = 1/r，从而 dr
dϕ

=

− 1
u2

du
dϕ
, 代入上面的轨道方程，即有

(du
dϕ

)2
+

1

B

( 1
l2

+ u2
)
− ϵ2

l2
1

AB
= 0. (8.50)

当然，有时候人们关心粒子运动的坐标时t与r之间的关系t(r)，那这时

候就可以利用A dt
dτ

= ϵ，以及 dr
dτ
/ dt
dτ

= dr
dt
来消去固有时参数τ，并得到t(r)所

满足的微分方程。
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光子

如果我们考察的不是一个有质量粒子，而是一个无质量的光子。这时

候测地线方程当然是一样的，只需将固有时参数τ替换为仿射参数λ。唯一

不同的是，方程(8.44)应该替换成如下类光四矢量条件

A(r)(
dt

dλ
)2 −B(r)(

dr

dλ
)2 − r2(

dθ

dλ
)2 − r2 sin2 θ(

dϕ

dλ
)2 = 0. (8.51)

这时候当然也有能量守恒和角动量守恒，取光子在黄道平面θ = π/2内

运动，相应的能量守恒和角动量守恒即为A dt
dλ

= ϵ, r2 dϕ
dλ

= l。相应的，方

程(8.46)就应该替换成

ϵ2

A
−B(r)

(dr
dλ

)2 − l2

r2
= 0. (8.52)

这个方程可以重写为 (dr
dλ

)2
+

1

B

( l2
r2
)
− ϵ2

AB
= 0. (8.53)

它可以类似地看作为一个牛顿粒子在一个一维势场中的运动。

当然，更多时候，我们更关心的，其实是光子在黄道平面上的轨道方

程，为此我们只需利用 dr
dλ
/dϕ
dλ

= dr
dϕ
消去仿射参数λ，即可以得到

( dr
dϕ

)2
+

r2

B
− (

ϵ

l
)2

r4

AB
= 0. (8.54)

很显然，光子的轨道仅仅依赖于两个守恒量的比值ϵ/l。为了看清楚这个比

值的几何含义，我们取r → ∞, 这时候时空几何将趋于平坦的闵可夫斯基

几何，即A → 1, B → 1，从而上述轨道方程趋于( dr
dϕ

)2 ≃ (
ϵ

l
)2r4, (8.55)

积分，即可得1 ≃ ϵ
l
rϕ ⇔ rϕ ≃ l/ϵ。如图(8.1)所示，这意味着b = l/ϵ为无穷

远处入射的光子被引力场散射时的瞄准参数。

引入新变量u = 1/r，从而 dr
dϕ

= − 1
u2

du
dϕ
, 代入上面的轨道方程(8.54)，即

有 (du
dϕ

)2
+

1

B
u2 − 1

b2
1

AB
= 0. (8.56)
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图 8.1: 从无穷远处入射的光子具有瞄准参数rϕ ≃ b = l/ϵ.

与有质量粒子的轨道方程(8.50)相比，光子的轨道方程仅仅依赖于瞄准参

数b, 也就是仅仅依赖于l与ϵ的比值，而不依赖于l或ϵ本身。这是因为，对于

光而言，其仿射参数λ的选取并不唯一，而是可以相差一个重标度，在仿射

参数的重标度之下A dt
dλ

= ϵ当然也要重标度，类似的l也要重标度，因此对

于光，其ϵ和l本身都不是物理的，但是，这两者的比值是物理的，不依赖

于仿射参数的选取。

8.4.2 光线偏折再回顾

前面在讨论等效原理的相关章节中，我们已经说过，等效原理的一个

预言是，光线在引力场中会被散射，从而发生偏折。我们也说过，如果把

光看成一个有质量的小颗粒，那么即使根据牛顿的引力理论，也能计算出

光线在引力场中的一个偏折量。问题是，广义相对论计算出来的光线偏折

量是牛顿理论的2倍。下面我们就来推导，这个2倍到底是怎么来的。

为此，我们在轨道方程(8.56)中代入具体的施瓦西解，即AB = 1以

及B−1 = 1− 2GM
r

= 1− rgu, 从而即有光线在施瓦西解中的轨道方程(du
dϕ

)2
+ u2 − rgu

3 =
1

b2
. (8.57)

它在r → ∞, 从而u → 0处的渐近解就是我们已经知道的u ≃ 1
b
ϕ。

下面我们来近似求解轨道方程(8.57)，为此，我们将这个方程再求导一

次，即有

d2u

dϕ2
+ u =

3

2
rgu

2. (8.58)

将球形星体的存在看作一个微扰，即将右边的3
2
rgu

2看作微扰项。首先，我

们忽略这一项，从而相应的方程即是标准的谐振子方程d2u
dϕ2 + u = 0, 这个方

程的标准解即是u = 1
b
sinϕ(系数由u → 0的渐近解确定), 或者说b = r sinϕ,
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很显然这描述的是直线前进的光线。为了反映微扰项的影响，我们设完整

的解为u = 1
b
sinϕ + u1，其中u1为微扰带来的修正。代入方程(8.58)并保留

一阶微扰近似，即有

d2u1

dϕ2
+ u1 ≃

3

2
(rg/b

2) sin2 ϕ. (8.59)

这个方程的解为

u1 ≃
rg
b2
(1− 1

2
sin2 ϕ) ⇔ u ≃ 1

b
sinϕ+

rg
b2
(1− 1

2
sin2 ϕ). (8.60)

如图(8.2)所示，为了求出光线在引力场中的偏折量∆ϕ，我们取r →
∞, 即u → 0，从而有

1

b
sinϕ(r = ∞) +

rg
b2
(
1− 1

2
sin2 ϕ(r = ∞)

)
≃ 0. (8.61)

这个方程有两个根，其中一个是非物理的，另一个近似是sinϕ(r = ∞) ≃

图 8.2: 光线偏折.

−rg/b，注意这是一个小量，所以这个解告诉我们：当光线从无穷远处

入射进来的时候，ϕ(r = ∞) ≃ −rg/b，而当光线出射到无穷远处去的时

候ϕ(r = ∞) ≃ π + rg/b，所以，光线的偏折角∆ϕ为

∆ϕ ≃ 2rg/b = 4GM/b. (8.62)

这就是广义相对论给出的光线偏折公式，这个结果恰恰是牛顿结果的2倍。

对于太阳，当我们代入太阳质量，并取b为太阳半径，即可以得到星光从太

阳边缘掠过时的偏折量，大约为1.75′′。
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8.4.3 水星近日点进动

类似的分析也可以应用于有质量粒子，当然，一个重要的区别是，光

线并没有束缚轨道，因此只需分析散射问题，但是，有质量粒子是有束缚

轨道的，就好比行星绕太阳的运动，实际上我们通常对这些束缚轨道更感

兴趣。

为了分析有质量粒子围绕球对称星体的轨道运动，我们在轨道方

程(8.50)中代入具体的施瓦西解，即AB = 1以及B−1 = 1 − 2GM
r

= 1 − rgu,

从而即可得到 (du
dϕ

)2
+
( 1
l2

+ u2
)(
1− rgu

)
=

ϵ2

l2
. (8.63)

重新整理一下，或者也可以写成(du
dϕ

)2
+ u2 − rg

l2
u− rgu

3 =
ϵ2 − 1

l2
. (8.64)

为了简单起见，引入记号rg/l
2 ≡ 2σ(即GM/l2 ≡ σ), ϵ2 − 1 ≡ 2E，则上式

即是 (du
dϕ

)2
+ u2 − 2σu− rgu

3 = 2E/l2. (8.65)

现在，让我们回顾一下标准的牛顿力学中的粒子在万有引力场中的运

动，这时候，我们有能量守恒方程

1

2

(dr
dt

)2
+

l2

2r2
− GM

r
= E. (8.66)

式中E为单位质量的非相对论性粒子的总能量，l和上面一样是每单位质量

的角动量。当然，我们还有角动量守恒方程dϕ
dt

= l
r2
。完全类似于前面的操

作可以消去时间变量t，并进行变量代换u = 1/r，最后我们可以得到

(du
dϕ

)2
+ u2 − 2σu = 2E/l2. (8.67)

这就是广义相对论的(8.65)式在牛顿力学中的对应物。从这个对应可以清楚

地看到，广义相对论中定义的E = (ϵ2 − 1)/2 就是单位质量粒子非相对论

性总能量在相对论中的推广, 特别的，这个能量是扣除了自由粒子静止能

量的。
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为了求解方程(8.67)，我们将它再次对ϕ求导，即可得

d2u

dϕ2
+ u = σ. (8.68)

这是一个谐振子方程，其通解可以写成

u0 = σ(1 + e cos(ϕ− ϕ0)), (8.69)

式中e和ϕ0为两个积分常数。为方便起见，人们常常选ϕ0 = 0。所以，

(8.67)式的解必定具有如下形式

u0 = σ(1 + e cosϕ), (8.70)

反代入(8.67)式，可得e满足

σ2(e2 − 1) = 2E/l2. (8.71)

(8.70)式所描写的就是极坐标下的一个标准的二次曲线，e就是它的离

心率，对于椭圆轨道(束缚轨道)，e < 1，从(8.71)式可以看出，这相当于要

求E < 0。所以在牛顿力学中，E < 0对应束缚轨道，E ≥ 0对应的即是散

射轨道。

给定单位质量粒子的角动量l和能量E, 我们就能确定轨道参数σ和e。

但是，在天文学上，椭圆轨道的e不难观测，反而是E和l难以直接确定，为

了用天文学上更容易观测的量来表达椭圆方程中的参数σ，我们注意到，在

近日点，r最小，u0最大，从而对应ϕ = 0。对于束缚的椭圆轨道，假设半

长轴为a(这是天文学上容易观测的量)，则近日点的距离为a(1 − e)，从而

由(8.70)式，可得

1

a(1− e)
= σ(1 + e) ⇒ σ =

1

a(1− e2)
. (8.72)

下面，回到完整的广义相对论轨道方程(8.65),与牛顿力学的方程(8.67)

相比，我们发现左边多了一个−rgu
3项，完全类似于光线偏折情形的讨论，

我们把这一项看作对牛顿引力的一个微扰，从而即可以用微扰论的方法来

求解(8.65)。具体来说，我们设u = u0 + u1，其中u0 = σ(1 + e cosϕ)即为上

面的牛顿解，而u1是微扰修正，将这个假设代入轨道方程(8.65)，展开到微

扰的一阶项，即可得

− sin(ϕ)
du1

dϕ
+ cos(ϕ)u1 =

rgσ
2

2e
(1 + e cosϕ)3. (8.73)
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上述方程左边关于u1是线性的，而右边的驱动项则是1, cosϕ, cos2 ϕ, cos3 ϕ

这四者的一个线性组合，注意没有sinϕ项。为了比较左右两边，不失一般

性地，我们可以设

u1 = α + β · cosϕ+ γ · cos2 ϕ+ δ · ϕ sinϕ, (8.74)

特别的，u1中不可能包含ϕ cosϕ这样的项，因为这样的项对方程(8.73)左

边的贡献和右边的驱动项根本无法匹配起来。将上面的假设代入方

程(8.73)并比较左右两边1, cosϕ, cos2 ϕ, cos3 ϕ这四项的组合系数，就可以定

出α, β, γ, δ，它们当然都是rg 的一阶小量，特别的，δ = rg
3
2
eσ2。从而，在

各组合项领头阶近似上，我们可以把完整的解u = u0 + u1近似成

u ≃ σ(1 + e cosϕ+ rg
3

2
eσϕ sinϕ)

≃ σ
{
1 + e cos

[
(1− 3

2
rgσ)ϕ

]}
(8.75)

从最后的结论我们可以看到，每次粒子的径向坐标(比方说近日点坐

标)达到其在ϕ = 0时的同样值，它的角度ϕ都得转过2π/(1 − 3
2
rgσ) ≃

2π + 3πσrg(注意rg是小量), 也即是说，这个角度相对于2π角往前进动了

∆ϕ ≃ 3πσrg = 6π
(GM

l

)2
. (8.76)

这就是束缚粒子轨道的近日点在引力场中每个周期进动的角度，如

图(8.3)所示。

图 8.3: 近日点进动.
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由于是束缚轨道，利用(8.72)式，我们也可以将上述结果表示成

∆ϕ ≃ 3πσrg = 6π
GM

a(1− e2)
= 6π

GM

a(1− e2)c2
. (8.77)

在上式最后一个等号中，我们通过量纲分析恢复了光速c。对于水星绕太

阳运动，这个大小大约是每周期0.1035′′, 或者每世纪42.98′′(42.98弧秒)。这

个值远比实际上观测到的水星近日点的总近动值(大约是每世纪570′′)要小。

这是因为，对水星近日点进动作用最大的不是广义相对论效应，而是其它

行星对水星的影响，特别是金星、木星和地球的影响，它们三个加起来的

贡献约占总观测量的百分之九十一。但是，在历史上，人们发现水星近日

点进动的观测量在扣除了其它行星的影响之后，依然有大约每世纪43′′的值

无法用其它已知理论解释，而这个值正好可以成功地用广义相对论效应来

解释。正因为如此，我们才常说，水星近日点进动是广义相对论的一个经

典检验。


